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INTRODUCTION 
Lors de ces dernieres annees, plusieurs auteurs ont etudie la convergence 
des martingales multivoques. Citons les travaux de Castaing [3], Castaing, 
Valadier et Touzani [S], Coste [9], Daures [lo], Hiai et Umegaki [lS], 
Luu [17-191, Neveu [21], Van Cutsem [27]. 
Cet expose est essentiellement consacre a la convergence au sens de 
Mosco des martingales a valeurs convexes fermees dans un espace de 
Banach separable. A notre connaissance, la convergence de Mosco des 
martingales multivoques presentee ici est nouvelle; de plus, ce type de 
convergence permet d’obtenir de facon tres naturelle des versions multivo- 
ques des resultats de convergence des martingales a valeurs vectorielles. 
Par ailleurs, les techniques presentees permettent de traiter aussi la 
convergence des tpi-martingales. E est un espace de Banach separable. 
1. NOTATIONS, DEFINITIONS, ET RESULTATS PRELIMINAIRES 
Soit (Q, Z, p) un espace probabilist complet. (Z,),, 1 une suite crois- 
Sante de sous-tribus completes de Z telle que a( Unr r C,) = Z. P&(E) 
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(resp. pcJE)) (resp. ?Fb,(E)) (resp. Ypk,,,(E)) est l’ensemble des convexes 
fermb born& non vides de E (resp. convexes fermes non vides de E) (resp. 
fermb born& non vides de E) (resp. convexes faiblement compacts non 
vides de E). La distance d’Hausdorff mise sur 9$(E) est notee h. Une 
multifonction X de D a valeurs dans les parties fermees non vides de E est 
C-mesurable si pour tout ouvert U de E, X-U E Z oti 
x-u= {uEalX(o,n U#@}. 
Cette condition est encore tquivalente aux conditions suivantes: 
(a) o H d(x, X(o)) est Z-mesurable pour tout x E E. 
(b) X admet une representation de Castaing 
X(w)= rj {on(u)} 
n=l 
od o,,: Q + E est Z-mesurable, avec 6,(o) E X(o), Vn > 1, Vo E 52. 
(c) Graphe (X) = { ( o, x) E Sz x E I x E X(o)} est dans la tribu-produit 
,Z@ B(E); oti S??(E) est la tribu bortlienne de E. 
Pour plus de details sur la mesurabilite des multifonctions, on renvoie le 
lecteur au livre de Castaing et Valadier [S]. X est dite int&gralement bornt!e 
si la fonction 
est integrable sur Q. 
9&&Z) est l’espace des mutlifonctions C-mesurables, inttgralement 
born&es de 52 a valeurs dans 9&(E). 
Si l’ensemble S:(Z) = {fe Lk(a, C, p) If(o) E X(o) p.p.} est non vide, 
on peut supposer dans (b), en vertu d’un resultat de Hiai et Umegaki [15], 
Lemme 1.11 que a,ELk(Q, Z, CL) pour tout entier nature1 nB 1. Soit W 
une sous-tribu de 2, si Sk(Z) # @, on d&it la W-espkrance conditionnelle 
de X, comme &ant la multifonction notee EB(X) telle que 
La fermeture &ant prise dans L;(Z), et EB(f) designe I’esperance condi- 
tionnelle de 1: 
En ce qui concerne les proprietes de E”(X), on renvoie a l’article de Hiai 
et Umegaki [15]. 
Une suite (X,), 3 1 de multifonctions de Q a valeurs dans 9$(E) sera dite 
adaptke A (Z,), a 1 si pour tout n >, 1, X,, est C,-mesurable. Soit (A’,, C,), 3 1 
une suite adapt&e de multifonctions de Q dans 9$(E) telle que 
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S i,(C,) # 0 pour tout n > 1. Nous dirons que (X,, Zn)nr, est une 
martingale si pour tout n 2 1 X,, est la Z,-esperance conditionnelle de X,, , 
(i.e., EZn(X,+ 1) = X,). Enfin une suite (C,),, 1 dans 9$(E) sera dite 
Mosco-conuergente vers C E Ycy(E), et on note M-lim, C, = C si 
w-1s C, = s-li C, = C 
Oh 
s-h C, = {x E E, 3x, __3-,x:xn~Cn,Vn~N*}, 
w et s designent respectivement la topologie faible a(E, E’), et la topologie 
de la norme. Si (f,) est une suite de fonctions convexes s.c.i. propres de E 
dans ]-co, +co], nous dirons que (fn) Mosco-converge vers S si la suite 
(bfnLal des Cpigraphes de f,, Mosco-converge vers Cpi fi 
LEMMA 1.1. Soit (A,),,, une suite de convexes faiblement compacts non 
vides dans E. Soit (ek),, 1 une suite dense dans E’ pour la topologie de 
Mackey. Si A est un convexe faiblement compact de E, tel que pour tout 
entier k 2 1, 
limsup6*(e;(A,)<6*(e;IA). 
” 
Afors w-1s A,, c A. 
Preuve. Soit x E w-1s A,; il existe une suite (x~)~ a1 qui converge faible- 
ment vers x, avec xk E A,, pour tout k > 1; oh (Ank),,> 1 est une sous-suite 
de (AA,,. Pour tout entier j > 1, on a 
(ej,x)=li~(e;,x,)~limsup6*(ej~A,)~6*(eJjA). 
n 
En vertu du lemme III.34 dans Castaing et Valadier [S] on conclut que x 
appartient a A. 
Remarque 1.2. Si on suppose dans [ 14, lemme l.l( 1 )]: A E 9&(E); et 
si l’on a: lim sup,, 8*(x’ 1 A,) < 6*(x’ 1 A) pour tout x’ parcourant une partie 
dense dans le dual E’ muni de la topologie forte, alors on a w-1s A,, c A. 
2. ~INCIPAUX RESULTATS SUR LA M-CONVERGENCE DES MARTINGALES 
Dans ce paragraphe, on presente trois rtsultats principaux relatifs a la 
convergence au sens de Mosco des martingales multivoques. 
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DEFINITION 2.1. Un ensemble H dans Lk(Q, C, p) est decomposable si 
pour tout A EC, et tous f, g dans H, fl,4 + gl AL appartient a H; oti A” 
designe le complementaire de A dans Sz. 
I1 est evident que si H est decomposable, il en est de m&me de sa 
fermeture R dans Lb(C). 
Cette notion de decomposabilite a ttt introduite par Olech [22] et a ete 
beaucoup etudiee, cf. Olech [22], Bismut [2], Castaing et Clauzure [7], 
Castaing [4], Hiai et Umegaki [ 151. Rappelons d’abord un resultat 
fondamental permettant de caractiriser les parties fermees dtcomposables 
de L:(Z). 
TH~OR~ME 2.2. Soit H une partie fermke non vide de L;(X). Alors H est 
dkomposable si et seulement si il existe une multifonction F, C-mesurables 
ci valeurs fermkes non vides de E telle que H soit kgal ci Sk(Z). De plus F 
est intdgralement bornPe si et seulement si Sk(C) est non vide born& dans 
J%a. 
Remarque 2.3. Cet inonce est dG a Hiai et Umegaki [ 151, 
Theo&me 3.11. 
Voici un lemme facile qui intervient dans l’etude de la dtcomposabilite. 
LEMME 2.4. Soit d une algPbre et soit a la a-algt+bre engendree par d. 
Soit H un ensemble fermi non vide de Lk(B’, p). Alors H est dkomposable 
si et seulement si pour tout A E d et tous f et g dans H, on a f 1, + gl AC E H. 
Preuve. Soient f et g dans H, et soit A dans a. 11 existe une suite 
MA,, dans d telle que lim,J )lAn- 1,1 dp=O. Comme lAc= 1 -I,, on 
a aussi 
lim I,;= l,, 
n 
dans LL(Q a’, p). Quitte a extraire des sous-suites, on peut supposer que 
(fl.*+gl.cLrl converge p.p. vers (f 1, + glAc). Comme H est ferme on 
conclut g&e au thtoreme de Lebesgue que f 1 A + g,, appartient a H. 
DEFINITION 2.5. Soit (F,, Z,), 3 , une martingale a valeurs dans 5$,(E). 
Une suite adaptee integrable (fn, Z,),, >, a valeurs dans E est une 
martingale selection de (F,, Z,), r , si (f,, Z,) est une martingale, et si, 
pour tout n > 1, f, est une selection C,-mesurable de F,,. 
Dans la suite on designe par MS{F,} l’ensemble des martingales 
selections de {I;, , ,?I,, } ,, a 1 . On a la proposition suivante qui assure la non 
vacuite de MS{F,,}. 
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PROPOSITION 2.6. Soit { F, , C, > n z , une martingale ci valeurs convexes 
fermies non vides de E. Alors {F,,, C,}, 2, admet au moins une martingale 
sklection. 
Preuve. Puisque Si,(C,) # @, choisissons f, E Sk.,(,Z,). Par definition, on 
a Si.,(,Z,) = ET1(SL.2(C2)). Done il existe fi dans Sjc,(Zz) telle que 
llfi-~=‘(f2)lll 6Lr’. 
Par recurrence, on construit une suite (f,), a, telle que 
Vn3 1, f?14n(zJ 
Vn> 1, IIf,-EZ”(f,+,)ll,d2-“. 
Par suite, on a 
Done (fJnal est une quasi-martingale dans L;(C). En vertu des 
arguments de Rao [23, Thtor. 1.11, il existe une martingale (g,, z,), ~ , 
dans L;(C) telle que pour tout entier n > 1: 
lim II E"'(f,J -g, II, = 0. m2n 
m-0 
Comme Ezn(&) appartient a SbJZ,) pour tout m >n, on en dtduit que 
g, E ~:ntGJ. 
Voici une propriete importante de l’ensemble des selections martingales 
dune martingales multivoque qui sera utiliste dans les theortmes de 
convergence en vue. Cette propriete fait l’objet du rest&at suivant qui est 
dQ a Luu [ 18, Corollary 2.41. Pour la commodite du lecteur nous donnons 
une demonstration de cette propriete qui necessite des calculs plus fins que 
ceux utilists dans la proposition prectdente. 
PROPOSITION 2.7. Soit (F,, Cn)n2, une martingale ci valeurs dans 9&(E). 
Alors il existe une suite (o:)~~,,~~~ dam L;(C) qui possPde les deux 
propriPtPs suivantes: 
(a) Vi> 1, (ol, C,),, , 
tb) vn>l, toL)i>l ’ 
est une martingale Glection de (F,,, C,), 2,. 
est une reprksentation de Castaing de F,,, c’est-h- 
dire 
VCOEQ, F,(o)= i, {a;(@>- 
i= 1 
Preuve. Se fait en deux etapes: 
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We Ptape. Montrons que pour tout entier k> 1, et pour tout 
g E Sb&C,); il existe une suite { gi} iz ,,n a 1 telle que 
viz 1: (g&,44S{F,) 
lim )I gb -g 1) 1 = 0. 
(*I 
I 
On fixe alors k 2 1; soit g E SLk(Z,); et soit E > 0 arbitraire. Puisque 
EJH~ 1 est une martingale, on peut trouver un element fk+ , qui appar- 
tient a S~k+,(Xk+,) tel que 
II g-E”i(fk.,)lll+ 
Par recurrence on peut construire une suite (fn)nbk oti le premier Clement 
fk est igal a g, et qui verifie 
IIL-~ZnK+,)lI, G; (n>k) 
(1) 
fn E G"&) (n 2 k). 
Par consequent, la suite {.f,, Cn}nak est une quasi-martingale dans 
JaQ, 2, P). 
En vertu des arguments de Rao [23, Thtoreme 1.11, on peut construire 
une martingale { g, > n a k dans LL(sZ, Z, p) telle que pour tout n > k: 
Pour tout m >, 1, on a 
llg-g,ll, = IJfk-gklll 
G IIfk-mfk+A, + IIJ+(fk+m)-SkII, 
G c Ilfk+j-E”““(fk+,+l)ilI+IIE’“(fk+”,)-gkII1 
j  = 0 
d ,f Ilf,-EZ’(f,,,)ll, + IIE=k(fk+m)-gk~~, 
i=k 
d c 2-‘E+ iiE""(fk+m)- &?,(I, 
i=k 
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Compte tenu de (2), si on fait tendre m vers I’intini on a: 
Comme la suite {EEn{f,}},>, est contenu dans Si”(Z,,) alors en vertu de 
(2), g”~S~n(zr) (nBk). 
11 suffit maintenant de poser 
gn = E’“kk) pour n < k. 
Aimi (g,, CnfnaI E MS(F,J; en outre, 
tI g  - gk 11 G &* 
Done nous avons exhibe une martingale, dont l’element du k-i&me indice 
approche g a c-p&; d’ou (*). 
2&me &ape. Pour tout entier k> 1, soit (fk,i)ial une representation de 
Castaing de Fk. Comme { fk,i} ia L c SLk(c,), il dtcoule de (*) dans la lere 
Ctape qu’il existe une suite {/~~~~j}~~ ,.,>, telle que 
{h;‘-i}j, 1 E MS{&} 
lim Ijh:“-j-fk”ll 1 = 0. 
j  - m 
Quitte a modifier h~~“j sur un negligeable, {h~i~‘)i, ,,,>, est une reprb- 
sentation de Castaing de Fk. I1 sullit alors de noter la suite (h;‘J), 
(k i,j~ N*) par (gLfi>l. 
La suite {ct}i>l.*>l rtpond a la Proposition 2.7. 
Le premier resultat principal de ce papier est le suivant. 
TH~OR~ME 2.8. On suppose E. R. N. P., et E’ &parable. Soit {F,, Z, 1 n >, 
une martingale dans dp&,,(Q, L’, p) telle que sup”> 1 f IF,, 1 dp < 00. Alors il 
existe une mult$onction r;b dans Y,$Cfi,,,(Q, Z, p) telle que 
M- lim F,(w) = F,(o) P.P. n - ‘co 
D&monstration. I1 s’agit de montrer qu’il existe F, dans 
~&,,,W, Z; cl) telle ve 
~-1s FE(w) c F,(o) c s-li F,(w) P-P. 
Soit MS{F,} l’ensemble des martingales selections de IF,},> 1 et soit D 
l’ensemble suivant: 
D=(~EL~(C)/~(~,,~,}.~~EMS{F,}: lim f,=fp.p.}. 
n - P 
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Now allons montrer que D est non vide, borne convexe, decomposable, 
dans LL(Q, 2, p). En vertu de la Proposition 2.6, il existe une martingale 
section ((T,, Cnjna 1 de (F,, znJnZ ,. Alors on a sup,, J 1~~ ) dp ,< 
sup, J II;, I dp < +co. I1 resulte dun resultat classique de convergence de 
martingales (cf. par exemple Egghe [ 111) que la martingale (e,, C,), B , 
converge p.p. vers une fonction g E L;(C). D’oh la non vacuite de D. 
Montrons que D est borne dans Li(Q, Z‘, 11). Soit ,f~ D, il existe une 
martingale (f,, C, L 2 , 9 ui converge p.p. vers J: En vertu du lemme de 
Fatou, on a 
Par suite on a suPrtD lifll 1 < sup, j Ir’, 1 dp < co. La convexite de D est 
triviale. Montrons que D est decomposable dans L;(C). En vertu du 
Lemme 2.4, il suftit de verifier que pour tout A E U n = , C,, et tous f, g dans 
D, on a 
.fl.+gl.<ED. 
Soit h=fl, +gl,,. Choisissons un entier N tel que A appartienne a C, 
pour tout n > N. De la definition de D, il resulte qu’il existe deux martin- 
gales selections (f,, Z,) et (g,, Z,),, 3 1 de (F,, Z,,), z , telles que: 
lim .f, =f P.P. n - Ix‘ 
lim g,=g P.P. n + % 
Soit (4A t 1 la suite dans L;(C) ainsi definie 
42=.L1.+&1A si n3N 
h, = fF(h, + , ) si n<N. 
Ah-s (L ZJ, a 1 est une martingale selection de (F,, Z’n)na, telle que 
h = lim, h, p.p. Ce qui signifie que h appartient a D. 
Ainsi b vtritie les conditions d’applications du Theoreme 2.2. Bref D 
s’identifie a un Sbm(Z) qui est convexe, il rtsulte de [15, Coroilaire 1.61 
we fk E Y,bc,bcE, (Z). Vtritions que F, repond a I’enond. 
(a) CommenCons par montrer l’inclusion 
F, (co) c s-li F,(w) p.p. 
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Soit fe S:%(Z) = D. 11 existe une suite (f’)i, I dans D telle que 
lim, 1) fi-f 11, = 0. Quitte g extraire une sous-suite on peut supposer que 
lim, _ oof’(o) =f(w) p.p. 
Par dkfinition de D il existe une suite (fi, Cn)nb 1 dans MS { F,,) telle que 
lim n + a Lx4 =f’(o) P.P. 0 n a pour tous n> 1, i> 1, O=d(,fL(o), F,(o)) 
d’oli lim, d(f’(o), F,,(o)) = 0 p.p., Vi 3 1. 
D’autre part, 
W”(u), F,(o)) d II f(o)-f’(u)ll +4./-‘(u), F,,(o)). 
Done, pour tout i > 1, 
lim Wl~), f’,(o)) G II f(o) -f’(o)ll P.P. n + m 
En faisant tendre i vers l’inlini on obtient 
lim d(f(o), F,,(o)) = 0 
n-m 
ce qui signifie que f(o) E s-ii F,(w) p.p. Comme Sk%(C) # 0, il existe une 
reprksentation de Castaing de F, , soit VW E 0, F,(o) = U-,7=, {h,(o)}, 
avec hjE S;=(Z). On vient de prouver que pour tout j; h,(w) ES-li FJo) 
p.p. Alors, compte tenu de la fermeture de s-li F,(w), on conclut que 
F,(w) c s-li F”(o) p.p. 
(b) Montrons l’inclusion ~-1s F,,(o) c F,(w) p.p. En vertu de la 
Proposition 2.7, il existe une famille dhombrable de martingales 
tat3 cn)i> l,n> I telle que pour tous n > 1, 0 E Sz, on a 
F,,(w)= fi {o;(u)). 
r=l 
Comme on a supi, 1 sup i, 1 fixt la marGngalenrii jr; II & d sup, 3 1 1 I IF, I 4 < + ~0, pour tout 
s&e, (r+ ). 
n nb, converge p.p. vers f~, E LJC). Par 
m ,>, est contenue zans D c Sbx(C). 
Soit (eb)kz, une suite fortement dense dans E’. Alors on a 
Vk3 1, sup (e;, c,(u)> < 6*(e; I F,x(o)) 
ib 1 
P.P. 
F;yrn; on a sup,,> I s supi,, /I ~111 dp < co; pour tout k lixt la famille 
eky on)y zn)ia 1,nZl verifie les conditions d’applications du lemme de 
Neveu [ 21, Lemme 41. Ce qui implique 
lim sup (eh, o;(o)) = sup (eb, G:,(O)) 
n-m i21 i> 1 
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except6 sur un negligeable Nk. Soit N = Up= , Nk. Alors pour 
(u,k)~(l2\N)xN on a 
lim 6*(e; ( F,(w)) = lim sup (e;, O;(W)) 
n - % n+coi>l 
=sup‘(ei, oL(o)) 
i2 I 
d a*ce; I F,(w)). (*I 
En vertu de la Remarque 1.2, on conclut que ~-1s F,,(w) c F,(w) p.p. 
Nous allons donner maintenant une propriete des martingales uniforme- 
ment inttgrables a valeurs dans l’esemble YCkw(E) des convexes faiblement 
compacts non vides de E, en utilisant les techniques exposees dans la 
demonstration du Theoreme 2.8. 
TH~OR~ME 2.9. On suppose E r~$‘~xifsPparahle. Soit (F,,, Z,,, n 3 1 j une 
martingale dans LfickN ,Ej (2). On suppose que la suite { / F, I),, aI est unifor- 
mkment intkgrable. Alors, il existe F,, E Y,b,wc,,,(Z) tel que F,, = Ezn(F, ) 
pour tout n 3 1. 
Preuve. On conserve les notations de la preuve du Theoreme 2.8. I1 
suffit de montrer que M-lim, JA F,(o)) dp = jA F,(w) d,u, pour tout 
AEU,,, Cn, 0t.1 F,, E -%ckw(E, (2) est donne par le Theorbme 2.8. En effet, 
si m<n, et AEC,, on a 
j” F,(o) dp = 1 F,(w) &. 
A A 
En faisant tendre n vers l’infini. on a alors 
ce qui permet d’affirmer que Ezm( F, ) = F,,,. 
Prouvons maintenant I’tgalite, 
Mlim j- F,,(o) &= j F,(o) & VAE u C,. 
n A A n>l 
Soit D l’ensemble introduit dans la preuve du Theoreme 2.8, 
D = {f~ L$2, Z, ,u)/Y{f,} E MS{F,,} avec liph(w) =f(a) P.P.). 
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Soit A E Un2, C,, on a 
j" Fm(w)dp= 
A 
jAf&If&m} 
Ainsi pour montrer l’inclusion 
fA F,(o) dp cs-li [ F,(w) 4, 
A 
il suffit de verifier que l’ensemble { JA jdp 1 f E D) est contenu dans le ferme 
s-li IA F,(o) dp. 
Ceci decoule de la definition de D. En effet, soit fcs D; alors il existe 
{ fn} E MS{ F,,} tel que lim, f,(o) = f (0) p.p. Comme la suite { fn}n a 1 est 
uniformement integrable, on a 
n A A 
Or j~fnb') &E J,., F,(O) dP, ce qui signitie que lAf(cn) dp E s-li jA F, dp. 
Montrons maintenant l’inclusion ~-1s fA F,,(o) dp c jA Fm(o) dp. En 
vertu de la Remarque 1.2, il sufftt de montrer qu’on a 
lim sup 6* 
n-m 
(x;II,F.(w)d~)~s*(x;/~AF,(w)d~) 
oti (x;)~~, est une suite dense dans E’ muni de la topologie forte. 
Ceci Cquivaut a montrer que 
lim sup j 6*(x; I F,(w)) dp < j- 6*(x; I F,(o)) dp. 
n-m A A 
En vertu du lemme de Fatou pour une suite uniformement integrable: 
lim sup 1 
n-30 A 
6*(x; I F,,(o)) dp < fA lim sup 6*(x; I F,,(o)) dp. 
n-* 
Or en vertu de (* ) de la preuve du Thtoreme 2.8, 
5 limsup6*(x;jF,(w))d~gS 6*(x;lF,(o))dp 
A n-m A 
ce qui permet de conclure. 
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Remarque 2.10. M. Castaing m’a fait remarquer que le Theoreme 2.9 
reste valable en supposant E R.N.P. et E’ separable, car on peut utiliser 
un resultat de compacite faible dans ,W,>,,&C) dt? a Castaing et 
Clauzure [7]. En effet, comme (F,,, Cn)n3 1 est une martingale a valeurs 
convexes faiblement compactes de E, on a pour tout A E Z,,,, 
la limite pouvant etre prise au sens d’Hausdorff. Ceci ttant, comme la suite 
(lFtil)n., est uniformtment integrable, en vertu d’un resultat de compacite 
faible dO a Castaing et Clauzure [7], il existe F,, dans YickwtE)(C) et un 
filtre F plus fin que le tiltre de Frechet tel que pour tout u E Lz; (Q, 2, p) on a 
lim 1 d*(u(~)lF~(w)) dp = j d*(u(w)l F,(o)) 4 F 
Ceci implique que pour tout m 3 1, et tout A E Z,. 
s 
F,, d,u = F,,, dp. 
A s A 
D’oti F,,, = EZm( F, ), Vm b 1. 
Le second rbultat de ce paragraphe est une version multivoque du 
theoreme de convergence des martingales a valeurs dans les espaces de 
Banach non ntcessairement R.N.P. dO a Chatterji (cf. [ 11, p. 571. 
THBOR~ME 2.11. Soit E un Banach &parable. Soit {F,, C, }, a, une 
martingale qui vt!riJie les deux hypothkes suivantes: 
(a) SUP,! Ir;,l&< a. 
(b) Pour presque tout CO EC?; Unal F,(w) est relativement faiblement 
compact. 
Alors, il existe une multifonction F, E 5?,>CkwCE,(C) telle que 
A4-lim F,(w) = F,(w) P.P. n 
Preuve. Les notations sont celles de la preuve du Theoreme 2.8, et la 
technique est la m&me moyennant des modifications convenables. On pose 
D= {~~L~(~)/~{~,,C,)EMS{F,} aveclimf,(w)=f(o)p.p.). 
D est convexe borne decomposable (cf. demonstration du Theo&me 2.8). 
Puisque MS { F,,} # 0 (voir Proposition 2.6), soit { f,} E MS { F,}. D’apres 
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les hypotheses (a) et (b) la martingale {fn, C,} satisfait les hypotheses de 
Chatterji, p. 57 de [ 111, par suite, il existe f, E Lb(Z) tel que 
limf,(w) =.f=(m) P.P. 
n 
Done f, ED, et D est non vide. 
En vertu du Theoreme 2.2, il existe une multifonction F, E 69,>,,,,(Q) 
telle que n = S:_(C) (adh erence prise dans Lb). Comme dans la preuve du 
Theo&me 2.8, on montre que 
F, (co) c s-li FJo) p.p. 
Or s-li F,(o) c U,,> 1 F,(o) pour tout o E Sz. 11 resulte de la condition (b) 
que F,(w) est presque surement a valeurs faiblement compactes. Quitte a 
modifier F, sur un ensemble de mesure nulle; on peut supposer que 
F, E =$ckk,,EJ (fib 
Montrons maintenant l’inclusion : ~-1s F,(w) c F,,(o), p.p. On va 
proceder comme dans le (b) de la preuve du Theo&me 2.8. Soit (x;)~> 1 
une suite dense dans E’ muni de la topologie de Mackey. D’apres la 
Proposition 2.7, on a, pour tout w  E 1;2, tout n >/ 1, 
F,(w)= fi bi6,W) 
,=l 
avec id,, Cnjnpl E MS{F,,), pour tout in N*. 
D’apres (a) et (b), la suite {gk}nzl verilie les hypotheses de Chatterji, 
p. 57 de [ 111. Done, il existe une suite (g’} ia, c D telle que 
lim g’,(w) = g’(w) P.P. ” 
On a, pour tout, k b 1, 
sup (x;, g’(w)> < J*(x;I F,(o)) p.p. 
et aussi 
sup 
” 
j sup I (x;, g:(o) > I dp d II x; II sup j I Fn I dp < ~0. 
I n 
On peut appliquer le lemme 4 de Neveu [21] a la famille de martingales 
{(x;,g~(.)),C,}.~l,i~l (ketantlixe). 
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D’oti, il existe un ntgligeable Nk tel que 
lim [SUP (XL, gL(W))l=SUP (Xk, gitw)) 
n i i 
pour tout w  4 Nk. 
On pose N = Uk z r Nk, et on obtient 
lim 6*(x: 1 F,(w) < 6*(x; ) Fm(rO)) (0 4 NJ. ” 
En vertu du Lemme 1.1, on a ~-1s F,(o) = F,(o) p.p. 
THBOREME 2.12. Soit {F,,, L’n}nd, une martingale dans TZ’~~~,,~,(C?, Z, p) 
qui vPr$e les hypothkses suivantes: 
(a)’ La suite {lFml>,,l est uniformkment intigrable. 
(b)’ Un>l F,,(o) est presque sikement relativement faiblement com- 
pact de E. Alors il existe F, E Zb,,CE,(C) tel que pour tout A E u,,>, Z,,, 
M-lim i 
n A 
F,(o) dp = jA F,(w) dp. 
On en dkduit que Ezn(F,) = F,, pour tout entier n b 1. 
Preuve. Soit D l’ensemble introduit dans la preuve du Theo&me 2.8. 
Nous avons demontre dans le Theo&me 2.11 qu’il existe F, E U&CkwC,,(Z) 
tel que 
D = s:l,(z) 
lim 6*(x; I F,(o)) < 6*(x; I F,(o)) p.p. 
n 
oh (x;)~~, est une suite dense dans E’ muni de la topologie de Mackey. 
Soit AE~,,, .Z, ; on peut tcrire 
ou encore 
~AM4&=(IfClf~~} 
oti la fermeture est prise dans E. 
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Comme l’ensemble s-h jA F,(o) tip est ferme 
prouver I’inclusion 
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dans E, il suffit pour 
1 F,(o) dp c s-li F,(o) & A .r A 
de verifier que l’ensemble { IAfd~/f~ D} est contenu dans s-li IA F,(w) d,u. 
Or ceci decoule de la definition de D. En effet si f’~ D, il existe 
UA> I E MS { F,,} tel que lim f,,(o) =f(o) p.p. En vertu de la condition 
(a)‘, Nfnllln,I est uniformement integrable, done lim, jAf,,(w) & = 
jAf(O) & et cOmme j~fn dp E fA F,,(o) dp on a jAf& ES-Ii jA Fn(m) &. 
D’autre part, en vertu du lemme de Fatou, 
lim sup 
n 
1 
A 
S*(xb( FJo)) dp < IA lim sup 6*(x; 1 FJo)) dp 
II 
< l S*(& I F,(w)) dp, A 
ou encore lim sup, 6* (xi 1 fA F,(w) dp) d 6* (x; 1 JA F,(w) dp). 
D’apres Lemme 1.1, ~-1s JA F,,(o) dp c IA F,(o) dp. Done 
M-lim, fA F,(o) dp = IA F,(w) dp. Soient maintenant m, n E N* (WI <n), et 
AEC,, on a 
On fait tendre II vers l’inlini, on obtient 
j 
A 
F,(w) 4 = j-, f',(w) 4, 
d’ob E=.(F,) = F,,. 
Dans ce qui suit, nous allons presenter un resultat de convergence au 
sens de Mosco des martingales a valeurs dans les parties convexes fermees 
non vides, non necessairement born&es, dun espace de Banach riflexif 
separable, etendant les resultats deja obtenus en dimension finie par 
Van Cutsem [ 271. 
Voici un lemme qui nous sera utile dans la suite. 
LEMME 2.13. Soit E un espace de Banach rkjlexif skparcfble. Soit 
{Fiv zJn2 1 une surmartingale (i.e., Ezm(F,,)(o) c F,,,(o) p.p. si m <n) ci 
valeurs dans gCfi(E). Soit (h,}, a1 une suite uniformkment intkgrable qui 
converge p.p. et en moyenne vers un ClPment h dans L ;+(a, C, FL). On 
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suppose que pour tout n $1, 1 F,, 1 (w) < h,(o) pour tout o E Sz. Alors il existe 
F, Z-measurable de 52 dans efb(E) telle que 
(a) VX’E E’, lim, 6*(x’] F,(o)) = 6*(x’] F,,(o)) p.p. 
(b) V~E~J(*:E~,(F~;))(~)~F,(W)~.~. 
Preuve. Soit H une partie dtnombrable dense dans E’ muni de la 
topologie forte. Pour x’ E H, {6*(x’ 1 F,,( . )), C,}, 2 1 est une surmartingale 
reelle L’-bornte, done converge p.p. vets une application integrable a,.( .) 
a valeurs reelles, telie que 
Ezn(cr,,)(w) d 6*(x’ (F,(w)) 
except6 sur un negligeable N,y,. Soit N = u yi E ,, N,. U( O\ [lim, h,,( . ) = 
h( .)I). Pour tout o $ N, l’application x’ +-+ u,.(o) est lipschitzienne sur H; 
en effet si x’, y’ E H 
I do) - ~,&4 = ,)J%, I6*(x’I F,(o)) - ~*(Y’ I F,,(w))1 
<h(o) IIx’-y’ll. 
On peut done prolonger cette application, en une application c?(w, .) de E’ 
dans 58 qui soit lipschitzienne. 
Verifions que pour tous w  4 N, x‘ E E’, 
lim 6*(x’I F,(o)) = C(w, x’). 
n - cc 
Soit E > 0. 
Soit .x; E H tel que II x’ - xb II d 2&/3(2h(w) + 1). Comme 
lim, + m S*(xb) F,(o)) = crX;(o) = I?(w, xb), on peut choisir N, tel que pour 
tout n 3 N, on ait [8*(x; I FJw)) - o,;(o) < 43 et h,(o) 6 h(o) + 1; par 
suite on a 
Id*@‘1 F,(w)) - g(w, ~‘11 
G I h*WI f’,(o)) - S*(&l F,(o))1 + I S*(&l F,,(w)) - G(a, &,)I 
+ 1 d(w, xb) - qw, x’) I 
<(h(o) + 1) 3(2h(;)+2)+;+(hk4+ 1) 
2E 
3(2h(o) + 2)’ 
C’est-a-dire [6*(x’ I F,,(o)) - Z(w, x’)l d E pour n 2 N,. 
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En particulier l’application x’ H g(o, x’) est sowlineaire continue. Par 
suite il existe C(o) E 9&(E) tel que 6*(x’ 1 C(o)) = 8(0, x’). On definit F, 
de 52 dans 9&(E) comme suit 
F,(o) = 
i 
;$) 
si w#N 
si weN. 
On a lim,,, 6*(x’I F,(o)) = 6*(x’\ F,(o)) p.p. 
La mesurabilite de F, est une consequence du Theorbme III.37 dans 
Castaing et Valadier [S]. Sim # @ car 1 F,(o)1 <h(o) p.p. 
Soient m <n, A E 2,; puisque 16*(x’ ) F,(o))1 6 /lx’ (1 h,(w) on a 
lim j ~*(x'lF,,(4bG=j ~*(x'lF,(o))& n-m A A ?l>M 
d’autre part jA 6*(x’ 1 F,,(w)) du < JA 6*(x’ 1 F,(o)) du. On en deduit que 
jA 6*(x’ 1 F,(w)) du 6 jA 6*(x’\ F,(o)) du. Si (x:),~ 1 est une suite dense 
dans E’, l’inegalite precedente implique 
j 6*(x:, I F,(o)) & 6 j 6*(x:, I F,(w)) dcl. 
A A 
Done, il existe un ntgligeable N, tel que pour tout o # N,, et tout n >, 1: 
6*(x:, I E=‘“(F, No)) 6 6*(x:, I F,(o)). 
Soit Erm(F,)(o) c F,Jw) p.p. 
THZ~OR&ME. 2.14. Soit E un espace de Banach reflexif separable. Soit 
CL GLl une martingale a valeurs convexes fermtes non vides de E. Soit 
MS{ X,,} I’ensemble des martingales selections de {X,}, a 1 (la non vacuite de 
MS (X,,} &ant assuree par la Proposition (2.6). On suppose qu’il existe au 
moins un element {f", Cn}nal dans MS {Xn} qui verifie g = sup,, II f, 11 
appartient a Lk+ (C). Alors il existe X, C-mesurables a valeurs dans 
9$(E) tel que S$5(C) # @ et M-lim,, co X,(o) = X,(w) p.p. De plus 
E="W,)W = X,,(w) P.P. 
Preuve. On introduit la fonction g,(w) = p + g(o) (p E N *) et on definit 
la multifonction 
ou B designe la boule unite de E. 
66 AHMED CHOUKAIRI-DINI 
Remarquons avant toute chose que la suite {Z?‘(g,) jn a l,pa 1 jouit des 
deux proprietts suivantes qui, par la suite, justiliront l’introduction de la 
fonction gp : 
Pour tout p, W”(&A ~:nln> I est une martingale. 
Pour tout (CO, n) E Q x N *, {Erh(g,)(o) II},,, , recouvrent E. 
1. Vtrifions que pour tout p 2 1, la suite {Xi, Z,},, , est une sur- 
martingale qui satisfait les hypotheses du Lemme 2.13. Soient m, n E N *, 
m -c n. On a p.p., 
X;(w) c X,(o) implique Ezm(X;)(~) c Ezm(X,)(o) = X,JW), 
q(w), Ezn(g,)(w)B+fn(o) implique EZm(X~)(w)cEz‘m(gp)(o)B+fm(~). 
Par suite EZm(X~)(co)cX~(co). De plus IX;](u)< E""(g,)(w)+ ~~f,~~(w)< 
E'%,WI + g(o). 
2. En vertu du Lemme 2.13, if existe une multifonction X,” 
C-measurable a valeurs dans ee(E) telle que 
(a) Vx’~E’:lim,6*(x’)X;(o))=6*(x’IX,”(o))p.p. 
(b) VIE N*: Etn(X;)(o)cX;(o) p.p. 
En vertu de (a) et de [14, Lemme 1.1(l)] pour tout PE f+J* on a: 
w-1s x;(w) c XT(w) 
n - cc 
p.p. 
Ce qui implique, en particulier que la limite f, = lim, _ ,fn p.p. est une 
selection de XT; carfJw)E X;(w) p.p. 
Puisque S?&,Y) # 0; on peut considtrer une representation de Castaing 
de XT en elements ( c;)~, , c S;;(Z). Soit 
En vertu de (b) on a Exn(~~)(co) E X;(o) p.p. et par les theoremes classi- 
ques de convergence des martingales on a 
lim I+( cr;)( 0) = I$( 0) p.p. 
” - X’ 
ce qui signifie que cry E s-li X;(o), n + co pour tout iB 1. Par suite, 
xpmw = s-li XI(o) p.p. n - ,cc 
Nous venons done de montrer que pour tout p fixe 
M-lim X;(w) = XT(w) p.p. 
n 
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3. Construction de X, ; pour tout (n, p) E N * x N *, on a 
par suite M-lim, X’;(o) c M-lim, Xi + 1(o), excepte sur un ensemble 
negligeable N. 
Done pour tout o $ N, la suite (X,“(o)}, >, est croissante, on pose alors 
De facon evidente la multifonction X, de Q dans .9’,(E) est Z;-mesurable, 
et L E %&9. 
Pour achever, montrons que M-lim, X,(o) = X,(w) p.p. Commencons 
par l’inclusion w-1s X,(o) c X,(o) p.p. Soit x E w-1s X,(w) ou o$N. 11 
existe une suite (xk& i qui converge faiblement vers x, et telle que 
xk E xnk(“)~ Oii (-%,),a 1 est une sous-suite de (Xn),,>, . 
La suite (xk)ka i est born&e. Soit pO un entier nature1 tel que 11 xk I( 6 p 
pour tout p >pO. En vertu de l’inegalite de Jensen on a pour p >pO: 
ce qui signilie que (xk -fnt(w)) E E%(g,)(o) B (P 2 P,) ou encore 
xk E J!?k(g,)(u) B +fnk(0) (p >po), par SUite xk E X:(O) (p ape). SOit 
x E w-1s Yp( 0) (P 2Po). n 
Mais, en vertu de l’etape 2. on a x E X,“(o) (p a~,,). Done x E X,(o). 
Pour montrer I’inclusion X,(o) c s-li X,(o) p.p., nous allons montrer 
d’abord que Ezn(X,)(o) c-Y,,(w) p.p. D’apres le Theo&me 2.1 de 
Hiai [14], 
EZ’(X,)(0) = (J EyX~)(u) . 
k>I 
En vertu de 2(b) et de ce qui precede, on a 
p.p. 
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Soit feSim(Z); d’apres ce qui precede Ezn(f)(o)~X,(~). Comme 
lim, Ezn(f)(w) =f(w) p.p. ceci implique que f(o) E s-li X,(o) p.p. Grace a 
une representation de Castaing de X,:X,(w)= lJz, (Ok} avec 
gi E S!&Z), on obtient 
X,(o) c s-li X,(w) P.P. 
3. EPI-MARTINGALES 
Les resultats du paragraphes precedent s’appliquent a la convergence au 
sens de Mosco des martingales epigraphes (en abrege Cpi-martingales) une 
suite d’integrandes (f,) de B x E dans [w u { + a3 >, conuexe semi-continue 
inferieurement sur E est (Z,)-adapt& si: 
(1) fn(o, .) est convexe s.c.i. propre (n E IV*, w E Q). 
(2) f, est C,@&(E)-measurable (n E N*). 
11 est important de remarquer qu’en vertu du Lemme VII.1 dans Castaing 
et Valadier [S], (2) est encore equivalent a (3) la multifonction 
w  H epif,(o, . ) a son graphe dans .X,, 0 99(E x Iw). 
DEFINITION. Une suite (f") d’integrandes convexes s.c.i. propres, (Z,)- 
adaptee de Q x E dans Iw u { + CC } est une &pi-martingale si la suite des 
multtfonctions epigraphiques w H epi fn(o, .) de Q a valeurs duns P$(E x Iw) 
est une martingale multivoque. 
Remarque 3.1. Soit (u,) une suite dans L;(Z) adapt&e a (Z,), telle que 
f ,‘( ., u,( . )) est integrable. (f,), >, est une epi-martingale revient au m&me 
a dire que pour tout n 2 1, f, est la A’,-esptrance conditionnelle de f, + 1 au 
sens de Valadier [25]. 
Le Theoreme 2.14 se traduit pour les integrandes comme suit. 
TH~OR&ME 3.2. Soit E un espace de Banach rejlextf separable. Soit 
(fn, CA, 1 une epi-martingale. On suppose qu’il existe une martingale reelle 
(my CA2 I et we martingale vectorielle (v,, Z,,), &, h valeurs dans E, deux 
fonctions positives r0 et u0 duns L;+(Z) telles que 
(i) II Qo)ll 6 ud~), II r,(o)11 G rdw) P.P.; 
(ii) fn(w, u,(o)) <r,(o) pour tout n > 1 et pour presque tout 0. 
Alors il existe un C-integrande normal convexe s.c.i. f, de Rx E dam 
R u ( + cc } tel que 
0) ~-WJ23 4=f&, 4 P.P. 
(jj) M-lim, I, = Irr dans L;(Z), 
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Preuve. Par definition d’une &pi-martingale, la suite de multifonctions 
F,,: o H CpifJo, . ), est une martingale a valeurs dans gcf(E x R), et 
(%I, ~?I),> 1 est une martingale de selections de (F,) dominee par (IL,, rO). 
En vertu du Thtoreme 2.14, 
s-ii [epif,(w, .)] = w-1s [epif,(o, .)] p.p. 
Done la suite {f,Jo, .)>,,i converge au sens de Mosco hors d’un 
negligeable N. On pose 
fco(w .I= o 
1 
M-lim,f,(o, .) si o#N 
si oEN. 
f, : 52 x E--f R u { + co ) est measurable en vertu de (3) et de Hess [ 13, 
Proposition 6.2.61. 
fm est alors un integrande normal convexe s.c.i. tel que 
M-limf,(w, .) =f,(o, .) p.p. 
n 
D’autre part, par les theoremes classiques de convergence des martingales 
on affirme qu’il existe 0, E L@), rs E L;(C) tels que 
lim v,(o) = v,(w) 
n-cc 
lim r,(o) = T,(W) 
n A 35 
p.p. 
p.p. 
Par suite, en tenant compte de l’hypothese (ii), on a 
P.P. 
ce qui signifie que fm(w, .) est propre presque stkement, tandis que (jj) est 
une consequence du Theo&me 3.1. dans [24] et de (j). 
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